Bioestadistica

Tema 5: Modelos probabilisticos

Bioestadistica. U. Malaga. Tema 5: Modelos probabilisticos

"
Variable aleatoria

m El resultado de un experimento aleatorio puede ser
descrito en ocasiones como una cantidad numérica.

m En estos casos aparece la nocion de variable aleatoria
Funcién que asigna a cada suceso un nimero.

m Las variables aleatorias pueden ser discretas o
continuas (como en el primer tema del curso).

m En las siguientes transparencias vamos a recordar
conceptos de temas anteriores, junto con su hueva
designacion. Los nombres son nuevos. Los conceptos
no.
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Funcién de probabilidad (V. Discretas)
m Asigna a cada posible valor 4% —
de una variable discreta su 35% |
probabilidad. o [
= Recuerda los conceptos de 2% ]
frecuencia relativa y diagrama de  20%
barras. 15% —
m Ejemplo 10 ‘ | ‘
5% |
Numero de caras al lanzar 3 0%
monedas. 0 1 2 3
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Funcién de densidad (V. Continuas)

m Definicién
Es una funcién no negativa de integral 1.

= Piénsalo como la generalizacién del
histograma con frecuencias relativas para
variables continuas.

m ¢ Para qué lo voy a usar?
Nunca lo vas a usar directamente.
Sus valores no representan probabilidades.
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¢Para qué sirve la f. densidad?

m  Muchos procesos aleatorios vienen descritos por variables de forma
que son conocidas las probabilidades en intervalos.

m La integral definida de la funcion de densidad en dichos intervalos
coincide con la probabilidad de los mismos.

m Es decir, identificamos la probabilidad de un intervalo con el area bajo
la funcién de densidad.

37%

" g - e - ) 8
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Funcioén de distribucion

= Eslafuncion que asocia a cada valor de una
variable, la probabilidad acumulada
de los valores inferiores o iguales.

Piénsalo como la generalizacién de las

frecuencias acumuladas. Diagrama integral.

= Alos valores extremadamente bajos les corresponden
valores de la funcion de distribucion cercanos a cero.

= Alos valores extremadamente altos les corresponden
valores de la funcion de distribucion cercanos a uno.

= Lo encontraremos en los articulos y aplicaciones en forma
de “p-valor”, significacion,...

No le deis méas importancia a este comentario ahora. Ya
os ird sonando conforme avancemos.
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¢Para qué sirve la f. distribucion?
m Contrastar lo anémalo de una observacién concreta.

= Sé que una persona de altura 210cm es “anémala” porque la funcién de
distribucién en 210 es muy alta.

= Sé que una persona adulta que mida menos de 140cm es “anémala” porque
la funcién de distribucion es muy baja para 140cm.

= Sé que una persona que mida 170cm no posee una altura nada extrafia pues
su funcion de distribucion es aproximadamente 0,5.

m Relaciénalo con la idea de cuantil.

= En otro contexto (contrastes de hipétesis) podremos observar unos
resultados experimentales y contrastar lo “anémalos” que son en
conjunto con respecto a una hipétesis de terminada.

Intenta comprender la explicacion de clase si puedes. Si no, ignora esto
de momento. Revisita este punto cuando hayamos visto el tema de
contrastes de hipotesis.
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Valor esperado y varianza de una v.a. X

m Valor esperado

Se representa mediante E[X] 6 u

Es el equivalente a la media
m Mas detalles: Ver libro.

m Varianza
Se representa mediante VAR[X] o 02
Es el equivalente a la varianza

Se llama desviacion tipicaa o
= Més detalles: Ver libro.
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Distribuciéon normal o de Gauss :

m Aparece de manera natural:
Errores de medida.
Distancia de frenado.

EUTSCHE BUNDESBANK
Fankinete

Altura, peso, propension al crimen...

Distribuciones binomiales con n grande (n>30) y ‘p ni
pequefio’ (np>5) ‘ni grande’ (ng>5).

m Esté caracterizada por dos parametros: La media, y,

y la desviacion tipica, o.

m Su funcion de densidad es:
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N(u, 0): Interpretacion
geomeétrica

m Podéis interpretar la
media como un factor
de traslacion.

m Y la desviacion tipica
como un factor de
escala, grado de
dispersion,...
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N(u, 0): Interpretacion probabilista
m Entre la mediay una

desviacion tipica

tenemos siempre la

misma probabilidad:
aprox. 68%

m Entre la media y dos
desviaciones tipicas 95%

aprox. 95%
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Algunas caracteristicas

m Lafuncion de densidad es simétrica, mesocurtica y unimodal.
Media, mediana y moda coinciden.

m Los puntos de inflexion de la fun. de densidad estan a distancia o de .

m  Sitomamos intervalos centrados en y, y cuyos extremos estan...

a distancia o, = tenemos probabilidad 68%
a distancia 2 o, => tenemos probabilidad 95%
a distancia 2’5 o => tenemos probabilidad 99%

= No es posible calcular la probabilidad de un intervalo simplemente usando
la primitiva de la funcion de densidad, ya que no tiene primitiva
expresable en términos de funciones ‘comunes’.

m  Todas las distribuciones normales N(u, ), pueden ponerse mediante una
traslacion y, y un cambio de escala o, como N(0,1). Esta distribucion
especial se llama normal tipificada.

Justifica la técnica de tipificacion, cuando intentamos comparar individuos
diferentes obtenidos de sendas poblaciones normales.
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Tipificacion

_X-u
(o2

YA

misma probabilidad por debajo.
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= Dada una variable de media p y desviacion tipica o, se denomina
valor tipificado,z, de una observacion x, a la distancia (con signo) con
respecto a la media, medido en desviaciones tipicas, es decir

En el caso de variable X normal, la interpretacion es clara: Asigna a
todo valor de N(u, o), un valor de N(0,1) que deja exactamente la

Nos permite asi comparar entre dos valores de dos distribuciones
normales diferentes, para saber cuél de los dos es mas extremo.
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Tabla N(0,1)

flinormal.ods - Opendffice.org Cale

Ele Edt View Insert Format Tools Data Window Help

RLR-FIh-0- 1NN

=10/x
x

[ar

[Funcien de dstribucin (acumulativa) de la dstribucién normal tpficada

L

al 8 [ c [ o [ e |

G
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1
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0,05
0520
0,560
0599
0537
0574
0,709
0742
0773
0802
0529
0853
0875
0,894
0311
0525
0939
0951
0,960
0966
0974
0980
0584
0988
0991
0993
0,995

0,06
0,524
0,554
0603
0,541
0677
0,712
0745
0776
0,805
0831
0,855
0577
0,8%
0913
0928
0941
0952
0961
0,969
0975
0,980
0,985
0958
0991
0993
0,955

0,07
0528
0567
0,06
0644
081
0,716
0,749
0778
0808
0834
0,858
0879
0,898
0915
0529
0942
0953
0962
0,969
0976
0981
0385
0988
0991
0993
0,995

0,08
0532
0571
0510
0,648
0684
0,719
0752
0,782
0811
0836
0,860
0881
0900
0316
0931
0943
0954
0962
0970
0976
0981
0985
0989
0991
0993
0995

=
n,nszj

0536
0575
0614
0,652
0,688
072
0755
0,785
0813
0,839
0,862
0883
0801
0918
0,532
0944
0954
0,963
0971
0977
0982
0,586
0989
0992
0,994

0565
G

Z es normal tipificada.

Calcular P[Z<1,85]

Z=N(@,1) '
o968 |

P[Z<1.88] )

oo

Solucién: 0,968 = 96,8%
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Tabla N(O,l) Z es normal tipificada.

=
I IR BEE Calcular P[2<-0,54]

Ble Ede Yew Insert Fomat Tooks Data Window Help

BESRIVE XHB-&9-0-18HH §
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9 | 05 0B91 0B9 0F9% 0702000008 0709 0712 0716 0719 0722
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12 | 08 0785 0791 0794 0797 08I0 0802 0805 0808 0811 0813
|15 | 09 0816 0819 0821 0824 08 0829 0831 083 08B 059
| 14| 10 0841 0844 084 0p48 0S50 0853 0855 0858 0860 0862
15 | 11 0854 067 0869 0571 D&73 0875 0877 0578 0851 0853
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27| 23 0369 090 005G 0990 0980 0991 0991 0991 091 0992 [ _
% | 24 0992 0992 0992 0952 0993 0993 0993 0993 0993 0994 Solucién: 1-0,705 = 0,295
25| 25 0394 0994 0094 0994 094 0995 0995 0995 0395 0995 _y
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" JEE
Tabla N(O,l) Z es normal tipificada.

Calcular P[-0,54<Z<1,85]

Z=N0,1)

|
|
Z=N(0.1) I
l ’ P[-0.54<Z<1.85] 1
I 3 B 3 (‘ i 3 3
D[zw‘sq!
E B T 4 i 7 ] Solucién: 0,968-0,295=0,673
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Ejemplo: Calculo con probabilidades normales

m El colesterol en la poblacién tiene distribucion
normal, con media 200 y desviacion 10.

m ;Qué porcentaje de individuos tiene
colesterol inferior a 2107

m Qué valor del colesterol sélo es superado por
el 10% de los individuos.
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"
= Todas las distribuciones normales son similares salvo traslacioén y cambio de
escala: Tipifiquemos.
Colesterol = N(. 7 = X —H — 210_ 200 —
o 10
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P[Z <1,00] = (ver tabla) = 0,841
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Calculemos el percentil 90 de la N(0,1) y deshacemos la tipificacion.

0819 0821 0824 0F% 082 080 093 04% 08w
0844 0046 0848 0B51 0853 0pss 0958 006 0862
087 0869 0871 0673 0g7s 077 ogre ogeil og@

0gB 0557 0880 0891 0893 08%4 0% 0E98 0900 D01
0503 0906 0007 0908 0910 0911 0913 0915 0916 0918
14 0919 0921 0922 0924 0% 09% 0928 0928 0931 0932
15 0933 0934 093 0937 0938 0939 0941 0942 0943 0944

£ Noss no noes T
T {5\ Normal_o. 1. A

Z=N(@O,1) Colesteral = N

=
o
o

=
=]

=
2
k4

[Colesterol<212.8]

[ T T T T T 1 r T T T T T 1
-3 -2 -1 a 1 2 3 170 180 180 200 210 220 230

Colesterol

= El valor del colesterol que sélo supera el 10% de los individuos es el percentil 90.
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1z | 08 0788 0791 0794 0797 0800 0B02 0805 0808 OgM| 0813

" JE
Ejemplo: Tipificacion
m Se quiere dar una beca a uno de dos estudiantes de
sistemas educativos diferentes. Se asignara al que
tenga mejor expediente académico.

El estudiante A tiene una calificacion de 8 en un sistema
donde la calificacion de los alumnos se comporta como
N(6,1).
El estudiante B tiene una calificacion de 80 en un sistema
donde la calificacion de los alumnos se comporta como
N(70,10).

m Solucioén
No podemos comparar directamente 8 puntos de A frente a
los 80 de B, pero como ambas poblaciones se comportan
de modo normal, podemos tipificar y observar las
puntuaciones sobre una distribucién de referencia N(0,1)
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Grupo A=N(5,1)

Z=N(,1)

2 2 ! 2 2 * como Z,>Zg, podemos decir que el
porcentaje de compafieros del mismo
| sistema de estudios que ha superado
en calificacion el estudiante A es
mayor que el que ha superado B.

Grupo B =N(70,10)

Podriamos pensar en principio que A

GIGTEIESHD es mejor candidato parala beca.
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¢ Por qué es importante la distribucion normal?

m Las propiedades que tiene la distribucion normal son
interesantes, pero todavia no hemos hablado de por qué
es una distribucion especialmente importante.

m Larazon es que aungue una v.a. no posea distribucion
normal, ciertos estadisticos/estimadores calculados
sobre muestras elegidas al azar si que poseen una
distribucién normal.

m Es decir, tengan las distribucién que tengan nuestros
datos, los ‘objetos’ que resumen la informacion de una
muestra, posiblemente tengan distribucién normal (o
asociada).
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Aplic. de la normal: Estimacion en muestras

m Como ilustracion
mostramos una variable
que presenta valores
distribuidos de forma muy
asimétrica. Claramente
no normal.

Distribucién de la poblacién

m Saquemos muestras de
diferentes tamarios, y
usemos la media de cada

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'

1

muestra para estimar la 7‘0
media de la poblacion.
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Aplic. de la normal: Estimacion en muestras

m Cada muestra ofrece un
resultado diferente: La media
muestral es variable aleatoria.

m  Su distribucion es mas parecida
a la normal que la original.

Distribucién de la poblacion
F

m  También estd menos dispersa.
A su dispersion (‘desv. tipica del
estimador media muestral'...
¢,0s gusta el nombre largo?) se
le suele denominar error tipico.
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N
Aplic. de la normal: Estimacion en muestras

m Al aumentar el

tamario, n, de la
muestra:

La normalidad de las
estimaciones mejora

El error tipico
disminuye.
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Aplic. de la normal: Estimacion en muestras

Puedo ‘garantizar’
medias muestrales tan
cercanas como quiera a
la verdadera media, sin
mas que tomar ‘n
bastante grande’

Se utiliza esta propiedad
para dimensionar el
tamafo de una muestra
antes de empezar una
investigacion.
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. . . f "
Resumen: Teorema del limite central _e#(
. a
» Dada unav.a. cualquiera, si extraemos muestras de &1,/
tamafio n, y calculamos los promedios muestrales, entonces:
dichos promedios tienen distribucion
aproximadamente normal;
La media de los promedios muestrales
es la misma que la de la variable original.
La desviacion tipica de los promedios disminuye en un factor “raiz de n” (error
estandar).
Las aproximaciones anteriores se hacen exactas cuando n tiende a infinito.
m Este teorema justifica la importancia de la distribucion normal.
Sea lo que sea lo que midamos, cuando se promedie sobre una muestra
grande (n>30) nos va a aparecer de manera natural la distribucion normal.
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Distribuciones asociadas a la normal

= Cuando queramos hacer inferencia estadistica hemos visto que la
distribucion normal aparece de forma casi inevitable.

m  Dependiendo del problema, podemos encontrar otras (asociadas):
X2 (chi cuadrado)
t- student
F-Snedecor

= Estas distribuciones resultan directamente de operar con distribuciones
normales. Tipicamente aparecen como distribuciones de ciertos
estadisticos.

m Veamos algunas propiedades que tienen (superficialmente). Para mas
detalles consultad el manual.

= Sobre todo nos interesa saber qué valores de dichas distribuciones son
“atipicos”.
Significacion, p-valores,...
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N
Chi cuadrado

= Tiene un solo parametro
denominado grados de libertad. af

= La funcion de densidad es .
asimétrica positiva. Solo tienen at/ T
densidad los valores positivos. T

= La funcién de densidad se hace o
mas simétrica incluso casi e
gausiana cuando aumenta el e
numero de grados de libertad.
= Normalmente consideraremos -
andmalos aquellos valores de la oo / \
variable de la “cola de la W N\
derecha”. oo |
o I "\‘_7
B T S T
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T de student

m Tiene un parametro denominado
grados de libertad.

m Cuando aumentan los grados de
libertad, mas se acerca a N(0,1).

m Es simétrica con respecto al cero.

m Se consideran valores anémalos los
que se alejan de cero (positivos 0
negativos).

0
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" JEE
F de Snedecor -

m Tiene dos parametros
denominados grados de
libertad.

m Solo toma valores
positivos. Es asimétrica.

m Normalmente se consideran
valores anémalos los de la
cola de la derecha.
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¢, Qué hemos visto?

m En v.a. hay conceptos equivalentes a los de temas
anteriores
Funcién de probabilidad <> Frec. Relativa.
Funcién de densidad <> histograma
Funcion de distribucién < diagr. Integral.
Valor esperado < media, ...

m Modelos de v.a. de especial importancia:
Normal
= Propiedades geométricas
= Tipificacion
= Aparece tanto en problemas con variables cualitativas (dicotémicas,
Bernoulli) como numéricas

= Distribuciones asociadas
T-student
X2
F de Snedecor
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